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Обобщение теоремы Надя—Фояша о факторизации 
характеристической оператор-функции 
А. В. КУЖЕЛЬ (Умань, СССР) 
При изучении операторов, которые „мало" отклоняются*) от унитарного, 
разными авторами (см. [1—б]) вводилось понятие характеристической мат-
рицы-функции или характеристической оператор-функции, изучение свойств 
которых даёт возможность выяснить ряд важных свойств рассматриваемых 
операторов. При этом существенную роль в теории характеристических функ-
ций играет теорема умножения, которая впервые была установлена в [3]. В 
окончательном виде (для случая, когда оператор Т непрерывно обратим и 
оператор I — Т*Т конечномерный) теорема умножения вытекает из аналогичной 
теоремы, установленной в [7] для случая операторов, действующих в прост-
ранстве с индефинитной метрикой. 
,В случае операторов сжатия Б. С.-Надь и Ч. Ф о я ш [8] рассматривали 
и изучали соответствующие характеристические оператор-функции без каких 
либо ограничений относительно оператора 1 — Т*Т. Затем в работах [9] и [10] 
в результате оригинальных построений ими была установлена формула умно-
жения (аналог теоремы умножения) характеристических оператор-функций. 
Здесь указанная формула умножения обобщается на случай произвольного 
ограниченного оператора Т в предположении, что рассматриваемые инвариант-
ные подпространства оператора Т являются .Ш?-подпространствами (§ 2). 
При этом предварительно вводится понятие характеристической оператор-
функции в случае произвольного ограниченного оператора. 
Отметим, что существует несколько в той или иной мере различных опре-
делений характеристической оператор-функции ограниченного неунитарного 
оператора (см. [11—14]). Здесь мы напоминаем и пользуемся определением 
из [14]. 
В заключение выражаю признательность проф, М. Г. Крейну, обратив-
шему внимание автора на рассматриваемый круг вопросов. 
*) Говорят, что ограниченный оператор Т мало отклоняется от унитарного, если опера-
тор /— Т* Т вполне непрерывный (в частности, конечномерный). 
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§ 1, Характеристическая оператор-функция 
1. Пусть Т — линейный ограниченный оператор в гильбертовом прост-
ранстве £). Положим DT = I — T*T и пусть 
(1.1) DT = /|Z)T | ( | £ г | = ]//>f, / = sign^.j.) 
— полярное представлепие оператора DT. В ( 1 . 1 ) / является частично изо-
метрическим оператором [15], действующим из $ в Зс^ = £jQv) (v) — под-
пространство нулей оператора DT). Легко проверить, что оператор / пере-
становочен с \DT\ а, значит, и с \DT\i;. Кроме того, оператор / эрмитов и связан 
с оператором проектирования Р па подпространство 91т соотношением 
(1.2) / 2 - Р . 
Аналогично, ссли Dy* = J\DT*\ — полярное представление оператора 
DT* = I-TT*, то 
(1.3) / * = / , J\DT*\i = \DT*\iJ. 
Далее, т. к. А*(А^О) является пределом (в сильном смысле) некоторой 
последовательности многочленов от А (см. [16], стр. 287), то из соотношения 
FA—BF, где F — некоторый ограниченный оператор, а В^О, вытекает, что 
FAi—BiF. Воспользовавшись этим свойством, устанавливаем, что 
={D$*)iT, т. е. 
(1.4) T\DT\ = \DT*\T. 
Аналогично устанавливается, что 
(1. 5) T\DT\i = |DT^T. 
Используя предыдущие результаты, находим: 
TJ\DT\ = TDT = DT*T = J\DT*\T = JT\DT\ 
и, следовательно, 
(1.6) TJ=JT 
2. Положим для удобства QT = \DT\* и рассмотрим оператор-функцию 
&T(z), определяемую соотношением 
(1. 7) &T(z) = Т/—z<2r*(/—zT*)-1 QT. 
Оператор-функцию 0T(z) будем называть характеристической оператор-фуик-
цией оператора Т. 
Так как Qr*§> и 7 7 $ = Г5Пгс91г*, то 
(1.8) 0 r ( z ) $ c 9 l r * . 
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Учитывая теперь то, что операторы <2г и 0.т* эрмитовы и используя соотно-
шение (1. 6), устанавливаем, что &т(2) = @т*(Ю-
Отметим ещё следующие соотношения, которые понадобятся в дальней-
шем: 
(1.9) 0 т ( г ) 0 т / = 
(1.10) 0 т (г )7&иО) = 
(1.11) 0£(О)1&т(2) = /— 2 Т*) - 1 0 ,т • 
Чтобы получить (1. 9), достаточно умножить (1. 7) справа на 0, т3 и восполь-
зоваться соотношениями б т / = / б г и (1. 5). Для доказательства (1. 10) доста-
точно умножить (1. 7) справа на /0^(0) и воспользоваться соотношениями 
0Т(О) = ТУ (1.6) и (1.5). Подобным же образом устанавливается и соотно-
шение (1. 11). 
§ 2. ^^подпространства 
1, Пусть — инвариантное относительно оператора Т подпространство 
пространства £>. Тогда подпространство $ 2 = $ 0 $ ! инвариантно относи-
тельно оператора Т* и, при этом, операторы Т и Т* можно представить в 
виде 
(2.1) Т = Тг 
О Т2 
у1* = о 
г* Т\1' 
где Т1 = Т\&1, Т2 = (Т"(52)*, а Г — ограниченный [оператор, отображающий 
§>2 в §>!• 
В дальнейшем инвариантное подпространство 5), будем называть под-
пространством Надя—Фояша (¥1¥-подпространством), если оператор Г 
может быть представлен в виде 
(2.2) г = 
где Ь — некоторый ограниченный оператор, отображающий §>2 в . Как 
показали Б. С,- Н а д ь и Ч. Ф о я ш [9, 10], произвольное инвариантное под-
пространство сжатия Т является Л^-подпрострапстрвом.1) 
х) Однако в общем случае указанное свойство не сохраняется. Действительно, легко 
построить пример оператора, инвариантное подпространство которого не является ИР-
подпространством. Для этого достаточно в пространстве рассмотреть оператор 
Т, определяемый соотношением (2.1), где Т1 и Т2 — произвольные ограниченные операторы, 
действующие в подпространствах ^ и § 2 соответственно, а оператор Г выбран так, чтобы 
его область значений не содержалась в . В частности, если Т1 — унитарный оператор, 
а оператор Г отличен от нулевого, то инвариантное подпространство §>1 оператора Т не 
будет Л'Р'-подпространством. 
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Не ограпичийая общности, можем считать, что в случае А/7?-подпрост-
рапств 
Ъ(Ь)с%2, ЩЬ)сЧЯг*, Х> (17) Ш(Ь*)сШГ2, 
где Ъ(Л) — область определения, а 9\(А) — множество значений оператора А. 
2. Пусть БТк = 0,?кЗк (йтк — \&тк\*) —полярное представление оператора 
БТк = 1к — ТЦТк (к = 1, 2). Используя соотнохнепия (2.1), (2.2) и (1. 4), убежда-
емся, что 
(2 . з ) 
о 
(2.4) = ( о ' Х : A -TIL 
QrJ' {•~L*rl J2~L*Q**L)-
Положим 
(2.5) SL = J2-£*ЛА 
где = sign D r* . Воспользовавшись равенствами <2r5 = (71 — 77)/, и (1.6), 
получим: 
J2-L*Q2t*L = Sb+VT^TtL. 
После этого операторная матрица X запишется в виде 
(2.6) X=y*J0y, 
где 
a JL = signSL. Подставляя (2. 6) в (2. 3) и учитывая соотношение DT = QTJQT, 
получим: 
(2. в) е г / е т - е ? * / о г е . 
3. Рассмотрим оператор а, определяемый соотношением 
(2.9) °QTf=yQf (/€&) 
и покажем, что такое определение корректно. Для этого достаточно показать, 
что если QTf = 0, то и yQf = 0. Пусть QTf = 0. Тогда, в силу (2. 8), при любом 
(yQf, J0yQ<p)=0. 
При этом, в силу (2. 4) и (2. 7), yQf=gi + g2, где 
(2. ю ) g l = л е Г 1 л - п ь е Г 2 / 2 , g 2 = i ^ i * e T 2 / 2 
Если при этом ф € $ 1 , то, как легко убедиться (используя соотношения (2. 4) 
и (2. 7)) J0yQ(p = QTI(P• Поэтому в этом случае 
(yQf, JoyQ<p)=(gi, бгЛ»)=о (?>e$i) 
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и, следовательно, g1 _]_ 91Х1. С другой стороны, так как 91(1,) с 91т*, Т*ЧИГ* с 91Т1 
и Л ^ т ! =-НГ1, то € Э^п • Следовательно, 21 = 0 и yQ,f=g2 . Но тогда, при 
любом (р £ § 
(тб / , /оУбФ) = С?2, № 1 *6т2<г>) = о. 
Следовательно, и 91 (| [*), т. е. = Таким образом, 
определение оператора <т корректно. При этом, как легко видеть, оператор а 
линейный. 
Найдем теперь оператор а*. Используя соотношение (2. 8) и свойства 
операторов <2т и / , легко установить, что если при некотором / Х0уО./—0, 
то JQ тf—0. Поэтому мы можем рассмотреть линейный оператор А, определя-
емый соотношением 
(2.11) ¿УоУ 0 П = Щт/-
Если теперь g — фиксированный вектор из £>, то при любом / 6 в силу (2. 9), 
(2. 8) и (2. 11), 
№ / . Л>)>&?) = ( б т / б т / , Я) = (бт / , А З ^ ) . 
А это означает, что 
(2. 12) <т*/оге /= . /&/ ( / €§ ) . 
Используя теперь (2. 9) и (2. 12), устанавливаем, что 
(2.13) <т*/0<тд/, с / о - ^ / о . 
Учитывая эти соотношения, операторы а я а* будем соответственно называть 
( / , 3^-изометрическим и (/0 > 1)-изометрическим. 
3. Рассуждая как и раньше, устанавливаем, что оператор <2г*^6т* = 
представим в виде 




о 0 QT& У = о Л Jo 
И L О 
о /2 
" Л - LJ2 L*, JL = sign ^ . 
Отметим, что как легко проверить, операторы ,S'L и связаны соотношением 
(2.15) адь = LJ2SL. 
Определим оператор а соотношением 
(2.16) SQT*f = У* Qf (./б©• 
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Как и в предыдущем пункте устанавливается, что такое определение корректно, 
оператор <т* определён соотношением 
( 2 . 1 7 ) &ЧЪГЙЛ = УА-г*/ 
и, при этом, 
(2.18) с 
(т. е. оператор а является (У, /0)-изометричсским, а &* — (70, ^-изометрическим). 
Т 2 - г 1 2 
§ 3. Факторизация характеристической онератор-фуикцин 
1. На основании (1. 9) и (2.17) 
(3. 1) вг(г)<2т1=0М, 
где О - а 
(3. 2) N = у*й(1-гТ*)-1(Т-21). 
При этом, в силу (2. 18), 
(3.3) 0 7 0 0 * я ? , / 0 . 
Используя равенства (2. 1), находим: 
где 
Кг = (1-2Т*)-1, к]2 = ( ^ - ¿ г ? ) - 1 и = 1.2); 
— единичный оператор в пространстве £>/. Подставляя (3. 4) в (3. 2) и исполь-
зуя выражения для операторов у* и (5, а также, соотношение (1. 9), записанное 
для операторов Т{ и Т2, получим: 
йт\КиГ \ 
(3.6) Р = г К 2 2 Г * К и , ад = К}2{Т3~213) а = 1 , 2 ) . 
Если при этом ЛГЫ — элементы операторной матрицы Я, то, в силу (3. 5), 
(3. 6) и (1.9), 
(3.7) = Й ^ О О е г У х . 
На основании соотношений (3. 5), (3. 6), (2. 2) и (1. 10) (записывая послед-
нее для оператора Тх в виде ()т* Ки0,г* = Л - Ф'лООЛ^ТЛХ получим: 
(3. 8) Н 1 2 = - 0 Г 1 ( 2 ) Л П ] Л ^ е г 2 -
[ 1&1* о] 
\-т2ь* Л ] 
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Аналогично, используя соотношения (3. 5), (3. 6), (1. 9) и (2. 2), устанавли-
ваем, что 
N21 = [- т2р2+гу2 к2г еГ2] ь* ©Т1 и е Г1 л , 
где Р2 — оператор проектирования на ШТг. А так как Т2Р2 = Т2 У2 = Э2Т232 > 
(3.9) -Т2Р2 +^2ат*,К2Мт2 = -Л 0 т 2 ( г ) 
и, следовательно, 
(3.10) УУ21 = - / 2 0 Г 2 ( г ) ^ 0 Г 1 ( 2 ) е . Г 1 Л . 
Вычислим, наконец, оператор (У22. В силу (3. 5), (3. 6) и (2. 2) 
Воспользовавшись теперь соотношениями (3. 9), (3. 6), (1.9) и перестановоч-
ностью операторов 0,Тг и / 2 , получим: 
N22 = Л 0т 2 [/2 - ь* ц е Т 2 . 
А так как, в силу соотношений (1. 10), (2. 5) и ^ 0 ^ ( 0 ) =Р1Т'*, 
то, окончательно, 
(3.11) Л^22 = 3 2 ® т Л * ) [ Я ь + ь * в Т 1 ( ? ) П т Т 2 . 
После этого, как легко проверить, 
(3 12) Л г Л „ ^ < ^ 0 0 ~ П Ь \ 
где оператор 0, определяется соотношением (2. 4). 
2. Рассмотрим теперь оператор Д, определяемый соотношением 
(3.13) ВД*/2 = 1& |*Л£Л 
и покажем, что ^ ¿ ^ Л ^ / г е с л и = 0 при некотором/ 2 € § 2 . Действи-
тельно, в таком случае = 0 и, следовательно, в силу (2. 15), = 0 . 
Положим ер = Тогда, на основании предыдущего, = 0 и, 
следовательно, 
(<7>, <Р) = (№<Р, Л С Д - 0 , т .е . 1 ^ 4 / ^ / 2 = 0. 
Отметим, что в том случае, когда 7 \ и Г2 — сжатия, 
|£Ь|*Х = ОД* 
и, следовательно, Я = Ь. 
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Используя соотношение — (которое вытекает из (2. 15)) 
и рассуждая так же, как и при доказательстве корректности определения опера-
тора Я, устанавливаем, что равенство = 0 (/2<Е£)2) влечёт равенство 
|6,ь|"1'///21/;|</2 = 0. Следовательно, мы можем рассмотреть линейный оператор 
В, определяемый соотношением 
(3.14) В | & | * Л / 2 = \8Ь\*1Ь12 Ь * / 2 . 
После этого легко проверить, что 
и, следовательно, В=11*. 
Для дальнейшего необходимы следующие соотношения: 
(3.15) Ш Ь Я * с 
(3.16) 
Чтобы обосновать (3. 15), положим <р = \8ь\*7ь/2 и воспользуемся соотношени-
ями (3. 14), (3. 13) и выражением для оператора В результате получим: 
Л7ьЛ*<р = 
что и доказывает (3. 15). Соотношение (3. 16) обосновывается аналогично. 
3. Воспользовавшись соотношениями (3. 12) и (3. 13), получим, после 
некоторых простых преобразований: 
(3. 17) N = ^ ^ ( 9 , ( 2 ) ^ 0 ! 
где 
и л г ) { о 12у и Л 2 ) вТг(?)У ю (-1? \ s t f j J -
При этом, как легко проверить, воспользовавшись соотношениями (3. 13), 
(3. 15) и (3. 16), 
(3.18) ю/аю* с ю*//,ю £ / а , 
где 
После этого, на основании (3. 1) и (3. 17), 
(3.19) ® г ( 2 ) е Г / = С/02(2г)й)01(2)<7ег, 
где и = О \ ? ] . Учитывая при этом выражение для оператора / 0 и со-
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отношения (3.3), убеждаемся, что оператор и является (У0, ^ - и з о м е т р и -
ческим, а оператор и* — (/, /0)-изометрическим. 
Так как операторы () т и / перестановочны, то, в силу (3. 19), при любом 
/ 6 6 
0Т(г)/ф = ив2 (2)со0х (г)о(р (<р = Qj.fl 
или 
0т(г)ср = ив2(2)ювх (г)Уср (ср 6 Qт^), 
где 7=<т/. Используя соотношение (2. 13), убеждаемся, что оператор V явля-
ется ( / , /0)-изометрическим. 
Таким образом, на основании предыдущего, имеет место следующая 
Т е о р е м а . Если инвариантное подпространство §( ограниченного опера-
тора Т является ЫР-подпространством, то 
(3.20) вТ(г)\а = ив2(2)сов1(г)Г ( £ = б т 6 ) , 
0 ^ ) = 0Т1(г) О 
О /2 
02(г) = Ь о О 0Тг{г)У 
и, V и со — постоянные соответственно (У0, /)-, ( / , /0)-, и (Уя, 3^-изометри-
ческие операторы. 
4. В том случае, когда оператор Г является сжатием, операторы У, У, У/с, 7,( 
(/с = 1,2), Уь, / 0 и У0 совпадают на соответствующих подпространствах 
с единичными операторами; оператор — Я = Ц операторы и, V и со явля-
ются частично изометрическими операторами и, следовательно, могут быть 
расширены по непрерывности. В результате равенство (3. 20) будет выпол-
няться На всём подпространстве 91г. Таким образом, в этом случае полученный 
результат совпадает с результатом работы [10] (теорема 2). 
В заключение отметим, что в случае непрерывной обратимости оператора 
Т и конечномерности оператора I — Т*Т полученный здесь результат не пере-
крывает соответствующего результата из работы [7] (так как в [7] па оператор 
Г не накладывалось никаких ограничений). 
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